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Uvodni slovo

Mam rad velryby. Jsou obrovské a silné. Libi se mi divat se na né v te-
levizi a strasné rad bych néjakou vidél nazivo tfeba z lodé, ale byt vedle
ni ve vodé, bél bych se. Ovsem velryby klamou télem. Mohlo by se zdat,
Ze jsou jen ohromnou hmotou, kterd plave ocednem. Jenomze podle po-
slednich védeckych vyzkumu si velryby dokonce davaji jména a umi ,oslo-
vit ¢ konkrétniho jedince. To znamena, ze jim musi v hlavé probihat néjaky
proces podobny naSemu mysleni.

Matematika je pro spoustu lidi jako velryba. Obrovskd a silng, 1ibi se jim
pozorovat ji, vidét jeji vysledky, ale kdyz jsou vedle ni moc blizko, boji
se. A predstava, ze by do ni pronikli, je pro né stejné neuchopitelnd, jako
skutecnost, ze velryby mysli.

Jestli drzite v ruce tento sbornik, jste pro mé hrdinové. Nejen ze se nebojite
plavat vedle velryby, nebojite se dokonce zkoumat ji a ti nejodvaznéjsi z vas
sni o tom, ze proniknou do taju jejitho mysleni. Drzim vam palce, aby se
vam to podafilo. Bez vés, stejné jako bez moiskych biologli, bychom my
ostatni spoustu véci nevédéli a svét by byl chudsi misto.

Mgr. Jan Netolicka
reditel Wichterlova gymndzia
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Descartovo ¢islo
Anotace predndsky

Asi pred rokem probéhla na Youtube akce nazvand #MegaFavNumber, ve
které se Dr. James Grime a Matt Parker obratili na ,nejchytfejsi youtubery

vvvvvv

Do projektu se nakonec zapojilo 292 lidi. Cely playlist je mozné nalézt na
https://www.youtube.com/hashtag/megafavnumbers

Protoze nejsem youtuber, vlastni polinko do ohné jsem nepfrilozil. Nicméné

vvvvvv

které zaroven neni v uvedeném seznamu, je ¢islo

198 585 576 189,

které objevil René Descartes.

Ackoliv to tak muze vypadat, neni to Descartovo rodné éislo, dokonce ani
jeho ¢islo uctu — takovy druh zajimavosti nevlastni. V ¢em tedy je zajimavé?
S ¢isly se to ma bohuzel jako s modernim vytvarnym uménim — ¢lovék uvidi
tu krasu na vlastni o¢i, az kdyz mu to nékdo vysvétli.

Nase vysvétleni nas zavede skoro 2 000 let do minulosti, kde se podivame
(kromé jiného) i na ,,dokonald ¢fsla® a s nimi spojenou nevyfesenou zahadu,
ktera strasi v budové matematiky uz od Zdkladu — tedy od knihy Xrovyera
Euklida Alexandrijského.

RNDr. Petr Blaschke, Ph.D.
Matematicky istav v Opavé, Slezskd univerzita
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Nadrz na vodu

Zadani

Nadrz na uzitkovou vodu mé tvar valce o pruméru dna 1,6 m a vysce 1,5 m.
Do nadrze pritéka pii desti voda z okapu rychlosti 12 litr za minutu.

a) Kolik litri vody bude v nddrzi pfi stejné vydatném desti za pul hodiny?
Kolik procent z objemu nadrze bude zaplnéno? Zaokrouhli na celé ¢islo.

b) Za jak dlouho bude nédrz zcela zaplnéna?

Zahradnik si potidil novou nadrz s objemem 25 hektolitru a zahradu zaléva
konvi s objemem 15 litru. Pfedpoklddame, ze na dné nadrze vzdy zistanou
4 % =z celkového objemu.

Zahradnik ma krok dlouhy 75 cm a s jednou konvi udéla prumeérné 40 kroku.

¢) Kolik plnych konvi nabere z plné nddrze?
Jakou ujde vzdélenost se viemi konvemi? Vyjadii v kilometrech.

d) Jak velkou ¢dstku penéz takto zahradnik za mésic usetii, jestlize za metr
krychlovy vody z obecniho vodovodu by zaplatil 35 K¢? Nadrz vycerpa
za meésic pétkrat.

Reseni
a)

Do nédrze ptitékd 12 litrit za 1 min, tedy 360 litrt (nebo 0,36 m?) za pil
hodiny.

Objem néadrze vypocitdme uzitim vzorce V = mr?v. Po dosazeni dostdvame
V =7-0,82-1,5, odkud ziskdme vysledny objem nadrze V = 3,0159 m?>.

Pro vypocet procent pouzijeme udaje v litrech, tedy

360
30,159

=11,9367 =12 %

N&drz méa objem 3019,9 litra. Za pul hodiny bude v nadrzi 360 litra vody
a nddrz bude zaplnéna z 12 %.
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b) Objem nddrze vydélime piftokem vody za minutu, zjistime tak pocet

minut:
3015,9

12
odkud dostaneme 251,3 : 60 = 4,188.

Nadrz bude zcela zaplnéna asi za 4 hodiny a 11 minut.

= 251,3 minut,

c)

Po odecteni 4 % z objemu nédrze ziskdme mnozstvi vody 2 500—100 = 2 400
litra. Tento objem vody vydélime objemem konve, tedy 2400 : 15 = 160
konvi.

Celkovy pocet kroku ziskdme vyndsobenim poc¢tu konvi s prumérnym po-
¢tem kroku, tedy 160-40 = 6 400 kroku. P#i délce jednoho kroku 0,75 metru
pak dostaneme vypocétem 6 400-0,75 celkovou vzdélenost 4 800 m = 4,8 km.

Zahradnik nabere 160 plnych konvi. Ujde s nimi pfiblizné vzdélenost 4,8 km.

d)

Pouzijeme tidaje v metrech krychlovych. Objem vyéerpané vody 2,4 m?3
vynéasobime pétkrat, vysledek nasobime cenou 35 Ké za 1 m3. Cena by byla
2,4-5-35 =420 Ke.

Zahradnik uSetii za mésic 420 Kc.
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Lucéiny prazdniny

Zadani

Lucka byla letos o prézdninich ve &tyfech méstech Ceské republiky, ve
kterych se narodili nejznaméjsi cesti skladatelé. V kazdém z nich narazila
na néjaky zajimavy matematicky problém.

a)

V Litomysli je na nidmést{ na sténé véze Staré radnice osazen Cesky
loket, coz je délkova mira uzivana zhruba od 14. do 18. stoleti. Slouzil ke
kontrole miry na trzich. Méfi pfesné 59 cm.

Lucka si zméfila svuj loket — je dlouhy 43 cm. Na Saty by potiebovala 4
takové lokte latky siroké 3 lokte. Kolik ¢eskych loktu latky by to bylo
v Litomysli na trhu, kdyby byla latka Sirokd 2 ¢eské lokte?

V Nelahozevsi u Kralup stoji pobliz rodného domu Antonina Dvoiidka
bronzova socha tohoto slavného skladatele. Sochu s ndzvem ,, Zamysleny “
vytvoril v roce 1988 sochai Zdenék Hosek. Bez podstavce je vysoka 2,5 m
a na Lucciné fotografii méri 12,5 cm. Jak vysoky je podstavec sochy,
jestlize na fotografii méri 6,5 cm?

Na Hukvaldech se Lucéini rodice rozhodli oslavit 25. vyro¢i svatby letem
v balénu. Protoze bylo ten den bezvétii, balén stoupal kolmo vzhuru.
Aby ho Lucka 1épe vidéla, poodesla od mista startu 200 metra. V jednu
chvili, to byl balén ve vysce 250 m, stdla piesné v jeho stinu.

Jak daleko byla v tu chvili vzdusnou ¢arou od balénu a jak dlouhy vrhala
stin, jestlize méfi 164 cm? Vysledky zaokrouhlete na cela ¢isla.

Do svétnicky véze kostela sv. Jakuba v Polic¢ce, kde se narodil Bohuslav
Martina, vede 192 schodu. Kdyby byl kazdy schod o 1,25 cm vyssi, stacilo
by jich 180. Jak vysoko musel Martinii az do svych 11 let, nez se z véze
prestéhovali, stoupat?
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Reseni
a)

4 Lucciny lokte odpovidaji 172 cm, 3 jeji lokte jsou 129 cm. Potiebuje tedy
22 188 cm? latky.

2 ceské lokte méti 118 cm, potfebujeme tedy 22188 : 118=180 cm na délku,
coz odpovida asi 3,19 ¢eskych loktu.

b)
Meéritko fotografie lze pocitat napft. trojclenkou:
125cm ... 250cm
lem ... x
odkud
x 1
250 12,5
=20

Meétitko fotografie je 1 : 20.
Vyska podstavce (na fotografii 6,5 cm) je tedy ve skuteénosti 130 cm.

c)
Balon, Lucka a misto startu tvoii vrcholy pravothlého trojuhelniku. Vzdu-
$nou vzdalenost Lucky od balénu tedy vypocitame pomoci Pythagorovy

véty:
d = /2002 + 2502 = 320,16 m.
Po zaokrouhleni: Lucka byla od balénu v tu chvili 320 m.

Pro vypocet délky stinu s (viz obrézek) muzeme vyuzit podobné trojuhelniky:

balén
200 s
250 164
250 m Q)
164cm s=131,2
JL
Lucka 200 m start s

Po zaokrouhleni: Lucka vrhala stin dlouhy 131 cm.
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d)

Oznaéme si vysku schodu nezndmou v. Pak plati rovnost:
192v = 180(v + 1,25)

Rovnici upravime: 192v = 180v + 225, odkud dostaneme 12v = 225, tedy
v = 18,75.

Abychom zjistili vysku celého schodisté, vynasobime v poctem schodu, tedy
192 - 18,75 = 3 600.

Martinu stoupal do vysky 36 metru.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 11
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Kamaradi na jahodach

Zadani

Béhem letnich prazdnin se pétice kamarada rozhodla, Ze spoleéné stravi
jeden den. Dopoledne pujdou na brigddu a odpoledne se zajdou vykoupat
do blizkého lomu.

1. Vék kamaridu

a) Podminkou pfijeti na brigddu je vék aspon 16 let a pracovni doba
minimalné dvé a maximalné 6 hodin za den. Vékovy primér vsech
péti kamarddu je 18 let, pricemz vék nejmladsiho Adama je pétkrat
mensi nez soucet let zbyvajicich kamaradu. Kolik let je Adamovi?

b) Situace s vékem Olivera, Ivy a Petry je jednoduchd, kdyz vime,
ze po odchodu kteréhokoliv z nich na plantdz se vékovy prumér
zbylych kamaradia ve skupiné nezménil. Kolik let je nejstarsi Nore?

2. Sbér jahod

a) Na pfidélenou plantdz sbirat jahody se vydali jen ¢tyii nejstarsi
kamardadi, ale kazdému to Slo jinak. Oliver zvladne celou plantaz
sam za 12 hodin. Ivé by ten stejny kol trval dvakrat déle, Petra
by to zvladla za dvé tfetiny Oliverova ¢asu a nejstarsi Nora pracuje
dvakrat rychleji nez Oliver. Budou-li pracovat celou dobu spoleéné,
za jak dlouho zvlddnou sbér jahod z celé plantaze?

b) Po hodiné spoleéné prace pfijel za nimi na tajnou vypomoc i Adam.
Spojil se s Oliverem, takze pracoval stejné rychle jako on. I tak
pomohl. O kolik minut zkratil celkovy sbér jahod?

3. Cesta na koupani

a) Po brigddé a krdtkém obédé hned vedle plantdze se rozhodli vy-
koupat v nedalekém lomu. Vysli spoletné az na Adama, ktery jesté
dojidal obéd. Prumeérnd rychlost jejich chuze byla 5 km/h. Za 15
minut po jejich odchodu vyjel stejnym smérem na kole i Adam.
Jeho prumérnd rychlost jizdy na kole byla 20 km/h. Jak dlouho
trvalo Adamovi dohnat kamarady?

b) Jakmile Adam kamarddy dostihnul, ddl §li spole¢né az k lomu.
Cesta jim trvala jesté 20 minut. Jak daleko je lom od mista, kde
obédvali?

12 Moravskoslezsky matematicky Sampionét



Kategorie ZS 9

4. Zavod

Po rozplavbé se divky rozhodly, ze si udélaji zdvod v plavani. Jako
trasu si vybraly cestu ke skdle na protéjsim biehu a zpét. Po skonceni
zavodu prohlasily:

Petra: ,,Jsem nejrychlejsi. ¢
Iva: ,Nejsem nejrychlejsi. «
Nora: ,,Nejsem nejpomalejsi. “

Poradi v cili bylo jednozna¢né a jen jedna z divek mluvi pravdu.
Zduvodnéte, kterd z divek mluvi pravdu a na zdkladé toho napiste
skute¢né potadi divek v zavodeé.

Reseni
la)
Veékovy (aritmeticky) prumér vsech péti kamarddi muzeme zapsat
at+o+i+p+n _
5

V citateli tohoto zlomku soucet véku zbyvajicich Adamovych kamaradia
predstavuje hodnotu pétkrat vétsi nez je vék Adama. Tuto skute¢nost zapi-

@F54 _ 18 Odtud 6a = 90,a — 15. Adam mé 15 let.

18.

Seme jako

1b)

Odchodem Olivera, Ivy a Petry se vékovy prumeér nezménil, tedy vsichni
tFi maji 18 let. Ode¢tenim vech zndmych véku (Adam 15 let, Oliver, Iva
a Petra 18 let) od souctu vsech véku 5 - 18 = 90 ziskdme vék Nory, tedy
90 — 69 = 21. Nejstarsi Nora ma 21 let.

2a)

Ze zadani tlohy vime, ze Oliver by zvladl sklidit plantdz za 12 hodin, Iva
za 24 hodin, Petra za 8 hodin a Nora za 6 hodin. Spole¢né za jednu hodinu
préace sklidi 1—12 + i + % + % = 15—2 plantaze. Celkové spoleéna préace pak je

5

R |
12

T

)

odkud x = %

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 13



Kategorie ZS 9

Plantaz jahod by spoleéné sklidili za 1—52 hodiny, tedy za 2 hodiny a 24 minut.

2b)

Vykon Adama je stejny jako Olivera. Za hodinu préace zvladne sklidit %
plantaze. Po nastupu Adama muZeme spole¢nou préci vyjadrit tfeba takto:
5 n 17
YRtV
kde na pravé strané rovnice zlomek % predstavuje zbylou nesklizenou ¢ast
plantéze po prvni hodiné prace a na levé strané rovnice y je doba spole¢né
prace od ptichodu Adama.
Vypocet doby prace i s Adamem vychézi z rovnice
5+1 7
Y —5 = 75
12 12
odkud y = %.
Spoleéné s Adamem jesté pracovali % hodiny, tj. 1 hodinu a 10 minut, celkové
pak 2 hodiny a 10 minut. Proti puvodnimu planu se praci s Adamem celkova
doba sklizné plantaze zkratila o 14 minut.

3a)

Oznacme rychlost chiize v; = 5 km/h, rychlost jizdy na kole v = 20 kmm/h a
dobu chuze do okamziku setkani t. Dale uvazime, ze v okamziku, kdy Adam
dojel na kole skupinu kamaradu, urazili vSichni stejnou dréahu. Tedy

S1 = 8o
’Ult:’Ug(t—i)
5t = 20t — 5

t = % hod = 20 min.

Adam dojel skupinu za 5 minut své jizdy na kole nebo skupina kamaradu
§la 20 minut, nez je Adam dostihnul na kole.

3b)

Celkovou drédhu muzeme spocitat podle skupiny kamaradu, kterd sla pésky.
Doba chuze je 40 minut a rychlost skupiny 5 km/h. Proto drdha s =v -t =
5 - % km = % km.

Vzdélenost lomu od mista, kde obédvali, je priblizné 3,3 km.

14 Moravskoslezsky matematicky Sampionét



Kategorie ZS 9

1)

Ze zadani tlohy vime, Ze jen jedna divka mluvi pravdu. Mohou nastat tfi
piipady, kdy jedna z divek mluvi pravdu. A ty je potfeba postupné provérit.

Pravdu tika Petra, zbylé dvé divky pravdu nemluvi. V tom piipadé je nej-
rychlejsi Petra. Iva pravdu neiikd. Jeji vypovéd tedy ve skutecnosti k4, ze
je 1 ona nejrychlejsi. Coz neni mozné.

Pravdu fika Iva. Rozborem této skutecnosti zjistime, ze zadnd z divek by
nebyla nejrychlejsi. Coz také neni mozné.

A konec¢né pravdu iikd Nora. Neni nejpomalejsi, tedy muze byt prvni nebo
druhé. Iva pravdu nefika a ve skutecnosti je nejrychlejsi. Petra svym tvr-
zenim lze, tedy neni nejrychlejsi. Zbyva na ni druhé nebo tfeti misto.

Konetné mame jednoznacné poradi zavodu: 1. misto Iva, 2. misto Nora,
3. misto Petra.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 15
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Hiebec a kobyla

Zadani

Hiebec a kobyla bézi z Cenanu do knizectvi Cchi, jez je vzdéleno 3000
délkovych mér. Za prvni den ubéhl hiebec 193 mér a v kazdém dalsim dni
o 13 délkovych mér vice. Kobyla ubéhla v prvnim dni 97 délkovych meér
a v kazdém dalsim dni o pul délkové miry méné. Hiebec dobéhl do knizectvi
Cchi jako prvni, otoéil se, bézel zpatky a v néjakém misté potkal kobylu.
Kolikaty den se potkali a kolik mér ubéhl do okamziku setkéni kazdy kun?

Reseni

Drahu koné ziskame tak, ze budeme sc¢itat ubéhnuté drahy za jednotlivé
dny. Hrebec za prvni den urazi a; = 193 DM (délkové miry), druhy den to
bylo as = (193 4 13) DM, tfeti den az = (193 4+ 2 - 13) DM, ..., az n-ty den
an = (1934 (n — 1) - 13) DM. Drahy ve dnech muzeme chédpat jako ¢leny
aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a diferenci d; = 13 DM. Tyto
drahy pak se¢teme ai 4+ as + . ..+ a,. Pro jejich soucet lze s vyhodou vyuzit
vztah pro soucet prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti. Pak piSeme

n n
§(a1+an):§(a1—|—a1—|—(n—1)d1).

Analogicky dostaneme stejnou situaci pro kobylu. Drahy ubéhnuté za jed-
notlivé dny muzeme chépat jako ¢leny aritmetické posloupnosti s prvnim
¢lenem b; = 97 DM a diferenci do = —0,5 DM. Celkovy soucet drah za
jednotlivé dny je

n n
§(bl+bn>:§(bl+bl+(n—1)d2)-

V misté setkdni pak soucet drah hrebce a kobyly predstavuje dvakrat vzdale-
nost z Cenanu do Cchi, tedy 6000 DM. Rovnice tohoto sou¢tu ma tvar

g (a1 + a1 + (n — 1)dy) + g (b1 + by + (n — 1)dz) = 6000,

po dosazeni

20

5 2-193+13n—13)+g(2~97—0,5n+0,5):6000

16 Moravskoslezsky matematicky Sampionét
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a upravé ziskdme kvadratickou rovnici 5n? + 227n — 4800 = 0. Tato rov-
nice ma dva kofeny, pficemz v tvahu pfichéz{ jen kladny kofen n = 15,71.
7 tohoto feseni vidime, ze hiebec se s kobylou setkaji Sestnacty den.
Zbyva vytesit, kolik délkovych meér kazdy z nich ubéhl. Pro situaci za prvnich
patndct (celych) dni muzeme opét vyuzit vztah pro soucet prvnich patnédcti
¢lenu aritmetické posloupnosti:
hiebec ubéhl 1—25 (2-193 4 14 - 13) DM = 4260 DM,
kobyla ubéhla £ (297 — 14 -0,5) DM = 1402,5 DM,
v souc¢tu 5662,5 DM. Na posledni den jim zbyvalo 337,5 DM. Rychlost hiebce
je Sestnacty den ai;g = 193 + 15 - 13 = 388 délkové miry za den, kobyla ma
rychlost b1 = 97 —15-0,5 = 89,5 délkové miry za den. V poslednim dni pro
soucet drah obou koni, ktefi mifi smérem k sobé, méa rovnice tvar
3375 135
388t 4+ 89,5t = 337,56 = 1775 = o1
kde t je doba béhu v poslednim dni. Nyni uz jen spo¢itime ubéhnuté drahy
obou koni.

Pro hiebce dostanem drahu za 16. den 388 - % DM = 274,24 DM, celkem

4534,24 DM. Kobyla ubéhla za posledni den dréhu 89,5-% DM = 63,26 DM,
celkem pak 1465,76 DM.

Jako zkousku muzeme drahy obou koni se¢ist a dostaneme

4534,24 DM + 1465,76 DM = 6000 DM.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 17
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Barevné logo

Zadani

Nerozluéni kamarddi Adam, Botek, Cyril, David, Emil a Felix se na pocest
svého vérného pratelstvi rozhodli, Ze si vytvori vlastni logo. A protoze jsou
tito mladi muzi zaroven velci nadSenci pro matematiku, napadlo je, ze by
jejich logo mohlo byt sloZzeno z nékolika ruznobarevnych trojihelniku, je-
jichz vrcholy budou popséany pocCateénimi pismeny vlastnich jmen chlapcu.
Na pestrosti trojihelniku se zatim neshodli, ale pfi usilovném premitani
o barvach vymysleli Emil s Felixem pro zbyvajici kamarddy zajimavou
ulohu:

» V trojihelnikovém logu s vrcholy A, B,C je D stied strany AB a bod FE
lezi na usec¢ce BC'. Bod F je prusecik tisetek AE a C'D. Obsah trojihelniku
ABC je 15 cm?, obsah trojihelniku FEC je 4 cm?.

Urcete obsahy trojuhelniku AFC, ADF a ¢tyiihelniku DBEF.“

Chlapci ulohu vypocitali spravné. Zkusite ji také vytesit?
Reseni
Oznaéme obsahy trojtihelniki ADF, BDF, AFC, FBE (v cm?) po fadé a, b,

x, y (viz obrazek).

C

A D B

Obsahy trojihelniki ADFE a BDF se rovnaji, tj. a = b.
Plati, ze a+x=7,5a b+ y = 3,5.
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Trojuhelniky BEF a CEF maji spoletnou vysku, takze z vypoctu obsahu
téchto trojihelnika plyne, ze |BE| : |CE| =y : 4.

Stejné tak trojuhelniky BEA a CEA maji taktéz spole¢nou vysku, takze
podobné z vypocta obsaht trojuhelnik dostavame vztah

|BE|: |CE| = (2a+vy) : (x +4).

2
Sestavime tak rovnici vy_za Ty
4 xr+4

Po dosazeni za z,y obdrzime kvadratickou rovnici a vypoc¢itame jeji kofeny:

, kterou upravime do tvaru zy = 8a.

(7,5—a)-(3,5—a)=8a

26,25 — 11a + o = 8a
4a® — 76a + 105 = 0

Jeden kofen rovnice je a3 = 17,5 a ten nevyhovuje zadani ilohy. Pro druhy
koten as =1,5jex =6 ay=2.

Hledané obsahy trojtihelnikit AFC a ADF jsou 6 cm? a 1,5 cm?.
Obsah étyiihelniku DBEF je 3,5 cm?.
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Ztraceni v lese

Zadani

Jenicek s Marfenkou se ztratili v lese. I piesto, ze Jenicek vylezl na vy-
soky strom, zadné svétlo nezahlédl. Rozhodli se tedy jit ndhodné zvolenym
smérem (rovnomérnym pifmocarym pohybem). My vime, Ze se nachdzeji
v misté B, které je vzdéleno od dvou na sebe kolmych cest 1,4 km a 1,7 km
(viz obrézek). Jenitek s Mafenkou se pohybuji rychlost{ 4 km/h. Jaka je
pravdépodobnost, Ze do 30 minut narazi na nékterou z cest?

Reseni
Jenicek s Mafenkou ujdou za 30 minut 2 km. Hleddme tedy body, které
jsou na cestach a maji vzdalenost mensi nebo rovnu 2 km. Najdeme tedy

pruniky kruznice se stfedem v bodé B a polomérem 2 km s piimkami — body
C,D, E, F (viz obrizek).

Na cestu narazi, pokud pujdou smérem urcéenym uvniti trojuhelnika DBE
a CBF.

Vypocteme tedy velikosti vnitinich hla v téchto rovnoramennych troj-
thelnicich u vrcholu B — nejlépe jejich rozdélenim na trojihelniky pravothlé.
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N

a 14
cos — =
2 2

o =91°9
p_ L7

Ccos — =
2 2

B = 63°35'

Celkovy thel ptiznivy pro Jenicka a Marenku je
¢ =a+ [ =154°44'
Pravdépodobnost je tedy

154044/
T 360°

= 0,43

Pravdépodobnost, ze Jenitek s Matrenkou narazi béhem pul hodiny na né-
kterou z cest, je 0,43.
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Paperweight

Problem

There is a company that wants to donate

a glass paperweight to its loyal clients. P N
. N——
The shape of the paperweight corresponds to

a convex solid ABCDPMN shown in the
picture, where ABC'D and PNCD are squares
of side length 2 inches, and PNCD is perpen-
dicular to ABCD. Moreover, point M is cho-
sen so that APM N is parallel to ABC'D and C
|PM| = |MN]|.

Determine the angel |[<PMN| = ¢ so that
the volume of the paperweight (i. e. the solid
ABCDPMN) is equal to 5 in®.

Solution

Solution 1

We can split the solid ABCDPM N into two solids ABCDPN and ABNPM
by slicing along the plane of ABNP.

Solid ABCDPN can be viewed as ,half“ of a cube with the base ABCD.
Thus, the volume of this solid equals to 1 -|AB|-|BC|-|CN| = 4-2.2.2 = 4.

Solid ABNPM is a pyramid with rectangu-
lar base ABNP. Therefore, the volume of
ABNPM equals |AB||BN|h, where h is the
height of the pyramid.

Obviously, ABCN is right-angled, thus we
get |BN| = /22 +22 = 2¢/2 by the Pytha-
gorean Theorem.

Let T,S are the midpoints of PN, AB, re-

spectively. Now we can consider ASTM to
determine h.
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S T

Note that the angle between plane ABCD and plane PNBA is 45°, and
that the plane of ABCD is parallel to the plane of PM N, then the angle
between plane PN BA and plane PM N is also 45°, and so |<MT'S| = 45°.

Further, since APMN is isosceles, then MT is perpendicular to PN and
ATNM is right-angled. Since |[NT| = 3|PN| = 1, then |TM| = cot £.

SIS

Now
h = |TM|sin(<«MTS)
h = cot % sin45°
h= g cot £

Thus, the volume of ABNPM is
1 V2. e 4 o
VaBnpum = 5'2'2\@'7(:%5 = §COt§'

Finally, the volume of ABCDNPM is equal to 5 if and only if

4
4+§cot§:5

and so we can determine the angle ¢:

3

cot

P

% = zrccot (%)
p = 2 arccot (%)
» = 106°16’
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Solution 2

Let us draw a line through M in the plane
PMN parallel to PN and denote the inter- P N
section of this line with the plane ADP as L’
@Q and the intersection of this line with the — QF -

plane BCN as R.

1
]
1
So the volume of the solid ABCDPMN !
equals the volume of the solid ABCDPQRN !
'I
1
1

minus the volumes of solids PMQ@QA and
NMRB.

Obviously, NR and BC' are parallel, which
makes BCN R a trapezoid. Similarly, PQAD
is a trapezoid. And since PN,QR, DC and
AB are all perpendicular to the planes of these trapezoids and have the
same length, then solid ABCDPQRN is a trapezodial prism. Thus the
volume of solid ABCDPQRN equals

BC|+ |RN
VaBcDPQRN = % -|CN|-|AB| =

2+ |NR|
2

Solids PMQ@A and NMRB are triangular-based pyramids. If we consider
APMQ and ANM R as being their bases, then their heights are each equal
to 2 (side length of the square PNCD). Further, since PQRN is a rectangle
and |PM| = |MN]|, then M is the midpoint of QR. Thus APMQ and
ANMR are congruent and right-angled (at @ and R) and the volumes of
solids PM QA and NM RB are equal. So we can express the volume of each
pyramids as

2.2 =4+42|NR].

11 1

1 1
Vemoa = VNmeB = 3 §|QM||PQ|'2: 3 §|‘7\4R||]\7R|'2 = §|NR|

Now we need to determine |NR|. Obviously, |NR| is equal to the height of
APNM. Thus |NR| = [TM|, where T is the midpoint of PN.

So we get |[NR| = cot & (see Solution 1).
Therefore, the volume of ABCDPM N is equal to

1
4+2|NR| -2 £|NR

or 1
442 = —2.= =.
cot2 3cot2
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Finally, for the volume of ABCDPMN the following must hold:

® I v
4+200t2 2 300‘52—5

and we can determine the angle :

cot & =
£ = arccot (2)
= 2 arccot (%)
o = 106°16’

|
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Ondrovy dvojice

Zadani

Ondra si do sesSitu napsal vSechny dvojice kladnych celych ¢isel = a y, které
spliiujf nasledujici vztah:

w2yP = 92021,
Kolik stranek o 22 fadcich jimi popsal, jestlize na kazdy fadek zapsal praveée
jednu takovou dvojici?

Reseni
Protoze jsou ¢isla x i y celd a kladnd, musi nutné byt mocninami dvojky.

Nechtf z = 2% a y = 2!, kde k a [ jsou nezdporné celd éfsla. Nyni dostdvame
rovnost v nasledujicim tvaru:

22k' 231 — 22021 .

Podle pravidel pro poc¢itani s mocninami si muzeme vSimnout, ze musi platit
2k + 31 = 2021. (1)

Nyni muzeme uvazovat nésledujicim zpusobem: Na pravé strané rovnice (1)
je ¢islo liché, proto musi byt liché i &fslo na strané levé. Cislo 2k je ale vady
sudé, proto musi byt liché ¢islo 31, a tedy i ¢islo I. Polozme [ = 2m — 1 pro
kladné celé m. Rovnici (1) pak muzeme upravit na tvar

2k + 6m — 3 = 2021,

odkud lze vyjadrit k:
k =1012 — 3m,

coz je vztah, ze kterého lze vidét, ze ¢islo k je celé a nezaporné pro hodnoty
m < %, tedy m € {1, 2, ..., 337}. Odsud uz tedy plyne, ze piuvodnimu
vztahu vyhovuje 337 dvojic ve tvaru (21012_3m, 22m_1) pro onéch 337 hod-
not m z vyse zminéné mnoziny.

Ondra tedy popsal 337 fadkt, neboli (vzhledem k tomu, ze 337 = 15-22+7)
15 stran a 7 radka.
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Jiné reseni:
Vyjdéme zase z rovnice (1):

2k 4 31 = 2021.

Nasim kolem nyni je rozepsat ¢islo 2021 jako soucet kladného celého &isla
délitelného tfemi a kladného celého ¢isla délitelného dvéma. Dosadime-li
k = 1, zjistime, ze 2 + 2019 = 2021 tuto podminku spliuje, dale si také
véimnéme, ze i viechna ¢isla (24 6m) 4 (2019 — 6m) tuto vlastnost spliuji,
nebot potfebujeme zachovat délitelnost jak dvéma, tak tfemi. Rovnéz nenf
tézké si rozmyslet, ze takto budou popsana vsechna takové ¢isla. VSimnéme
si déle, ze ¢&fsla (2019 — 6m) tvoif konecnou aritmetickou posloupnost:

a, = 2025 — 6n,

jejiz cleny musi byt kladné. Protoze mé tato posloupnost zapornou diferenci,
stac¢i nalézt nejvyssi hodnotu n, pro kterou je a,, > 0, ¢imz dostaneme pocet
fesenf rovnice (1). Tedy

2025 — 6n > 0,

odkud
n < 337,5.

Proto muzeme tvrdit, ze ¢islo 2021 lze rozepsat jako soucet dvojice kladnych
¢isel, prvniho délitelného dvéma a druhého délitelného tiemi, pravé 337
zpusoby.

Dochézime tak ke stejnému zavéru: Ondra popsal 337 fadku, neboli 15
stranek a 7 radku.
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