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Uvodni slovo

Jsem lingvista a mam pocit, ze si lidé prestavaji rozumét. Predstavuji si, ze
mé pocity jsou stejné, jako pocity lékafe, kdyz jsou lidé ¢im dal vice nemocni.
Je mi z toho pfinejmensim smutno. Nase spolecnost je ¢im dal vzdélanéjsi
a ¢im dal vyspélejsi. Pro¢ tedy mame problém s tak jednoduchym procesem,
jakym je komunikace? Staci prece vzit myslenku, zakédovat ji a druha strana
ji za pouziti stejného kédu, rozuméj jazyka, zase dekdduje a porozumi ji.
Pokud nerozumim tomu, co mi druhy ¢lovék sdéluje, muze byt problém v ne-
schopnosti kédovat, dekédovat nebo v chybovosti a nejednoznacénosti kédu.
Ano, jazyk jako kéd neni dokonaly. Nékteré jeho ¢asti maji vice moznych
vyznamu (homonyma), nékteré informace jdou zakdédovat ruznymi slovy
(synonyma), pro nékteré vyznamy naopak ¢dst kédu zcela chybi. Nekteré
¢asti kodu pouziva kazdy ¢lovek odlisné.

Kdyz lidstvo vysilalo prostfednictvim sond Voyager 1 a 2 zpravu jinym ci-
vilizacim, potfebovalo jednoznaény kod, kterym zasifruje informaci a ktery
budou moci jiné civilizace pouzit k tomu, aby tuto informaci jasné desifrovaly.
Tim kédem byla (mimo jiné) matematika. Je to univerzalni kéd. Matematici
si mezi sebou rozuméji. Budme radi, Ze ji méme, uzijte si ji =

Mgr. Jan Netolicka
reditel Wichterlova gymndzia
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Pohyb = matice? Ne, kvaterniony!!!
Anotace predndsky

Jak pohnout bodem nebo hmotnym télesem? Jinymi slovy jak spocitat po-
lohu bodu po piedepsaném pohybu (otoc¢eni a posunuti)? Klasicky pomoc{
matic, i kdyz v ruznych vektorovych prostorech (vektorovy prostor nebo
jeho afinni rozsifen{). Leps{ zpusob je pocitat pozice pomoci kvaternionu,
tedy prvku se tfemi komplexnimi jednotkami. Zni to slozité, ale je to mno-
hem jednodussi, nez se zda. Navic popis pohybu v kvaternionech odpovida
mnohem lépe na$i geometrické predstave.

Béhem piednasky se pokusime ukézat na ptikladech postupy, vysvétlit po-
jmy a odpovédét na otdzky, hlavné na tu zdkladni: , K ¢emu to je?“ Navic
naznacime i smér, kterym se ubirat, pokud touzime po jesté dokonalejSim
modelovém prostoru pro pohyb hmotného télesa.

) doc. Mgr. Petr Vasik, Ph.D.
reditel Ustavu matematiky FSI VUT v Brné
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Kategorie ZS 9

Kdo ma pravdu?

Zadani

a)

Petr a Pavel nosili u babicky vodu ve dvou odlisnych kbelicich tvaru
valce. Zeleny mél dvakrat vétsi prumeér dna nez modry, modry mél ale
trikrat vétsi vysku nez zeleny. Petr si vzal zeleny kbelik a tvrdi Pavlovi:
,Objem mého kbeliku je mensi nez objem tvého.“ Pavel nesouhlasi.

Kdo m4 pravdu? Uved vypocet.
Jana a Zuzka zkou$i péct kolace. Jana upekla 25 koldacku o pruméru

10 cm, Zuzka mé stejné mnozstvi tésta a chce upéct jeden velky stejné
vysoky kold¢. Jana tvrdi: ,,Tvuj kold¢ bude mit prumér aspon 40 cm.“

Zuzka krouti hlavou.

Jaky bude prumér velkého koldce?

Eva a Monika pozoruji u feky lod’, kterd pluje podél biehu rychlosti
15 km/h. Kdyz byla od nich vzdalena 1 kilometr, vyrazil podél feky

stejnym smérem cyklista rychlost{ 18 km/h. Eva si mysli, Ze za 10 minut
cyklista lod’ dohoni. Monika odhaduje, Ze to bude trvat déle.

Ktera z nich ma pravdu a proc¢?
Maly matematik Pepik pise svému dospélému bratru Matéjovi: ,,Za po-

sledn{ rok jsem vyrostl o 5 % vysky, méfim ted 168 cm. Pokud se za dalsf
rok moje vyska znovu o 5 % zvétsi, budu véts{ nez ty?«

Matéj odpovida: ,,J4 mérim o 10 % vice, nez byla tva vyska pied rokem,
a uz nerostu. Takze podle tvych predpokladu budes za rok o 4 cm vyssi
nez ja.“

Pepikovi se to nezda a prepocita si to.

Jak je to spravné?
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Kategorie ZS 9

Reseni
a)
Ozna¢me r polomér a v vysku zeleného kbeliku, pak jeho objem V = 7r2v.

Modry kbelik pak ma polomér 0,57 a vysku 3v, proto jeho objem muzeme
vyjadrit jako V = 7 (%r)2 3v. Po dpravé ziskdme objem modrého kbeliku
V = 0,75mr%v, coz je méné nez objem zeleného kbeliku.

Petr nemél pravdu, objem jeho zeleného kbeliku je vétsi nez objem Pavlova
modrého kbeliku.

b)
Vzhledem ke stejné vysce koldéu staci pocitat obsah kruhu.

Pro jeden maly kold¢ek vychazi S; = 752 = 257. Pro dvacet pét kolackiu
tedy S = 6257.

Pro velky kolac¢ tedy musi byt polomeér /625 = 25 cm.

Jana méla pravdu, prumér koldce je 50 cm.

c)
Oznaéme neznamy cas cyklisty ¢. Draha cyklisty pak bude s. = 18t, drdha
lodi s; = 15¢.

Aby cyklista dohonil lod’, musi piekonat jeji ndskok 1 km, proto dostaneme
rovnici pro drahy s. = s; + 1, odtud po dosazeni 18t = 15¢ 4 1.

7 této rovnice jiz vypocéitame cas t = %h, potfebny cas je tedy 20 minut.

Spravné to odhadla Monika, potfebny cas je 20 minut.

d)

Nejprve vypocitame pivodni vysku Pepika h, pomoci vztahu 1,05k, = 168,
odtud po dpravé h, = 160 cm.

Za dalsi rok by pak mél vysku hj, = 168 - 1,05 = 176,4 cm.
Bratr Matéj ma vysku h,, = 160 - 1,1 = 176 cm.
Pepik by za rok byl vétsi, ale jen o 0,4 cm.
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Kategorie ZS 9

Hratky s krychli

Zadani

T#i kamaradi maji v krabici hromadu dfevénych barevnych kostek tvaru
krychle. Kazdé sténa krychle je obarvena jinou barvou.

2)

Pavel, Jirka a Hanka se divaji na krychli ze ti{ ruznych sméra. Pavel vid{
modrou, bilou a zlutou sténu, Jirka ¢ernou, modrou a ¢ervenou a Hanka
zelenou, ¢ernou a bilou. Jakd je barva stény proti bilé sténé?

Jednu kostku chtéji rozdélit na 27 malych shodnych krychlicek. Kolika
malych krychlicek bude mit obarvenou néjakou barvou jednu, dveé, tfi
stény? Kolik kosticek zustane neobarvenych?

Hanka si postavila z krychli kvadr. Pavel a Jirka si chtéli postavit stejny,
a tak se Hanky zeptali, kolik budou potifebovat kostek. Hanka jim ne-
chtéla ¢islo prozradit, ale dala jim napovédu: ,,Kdybych pridala jesté
jednu vrstvu nahoru, méla bych kostek 96. Kdybych pfidala jednu vrstvu
z boku, méla bych krychli celkem 105.“ Z kolika kostek Hanka sviij kvadr
postavila?

Nakonec jesté chlapci ufezali ¢ast jedné krychle podle obrazku. Zbytek
krychle bez rohu (jen obarvené stény) chtéli obalit bilym papirem. Na-
kreslete sif této urezané krychle, kters poslouzi jako $ablona pro papir
potiebny k polepeni zbytku krychle.

\

ResSeni

a) Kazdy z kamardadu vidi trojici sousedicich stén krychle. Pavel vid{ mod-
rou, bilou a zlutou, tedy proti bilé neni ani modra ani zlutd. Hanka vidi
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Kategorie ZS 9

zelenou, ¢ernou a bilou, proti bilé nebude zelend ani ¢ernd. Proti bilé sténé
je ¢ervena.

b) Prvni dva fezy rozdéli krychli na 3 shodné kvéadry, kazdy ze ti{ kvddra
rozdélime dalsimi dvéma fezy na dalsi 3 kvadry a nakonec kazdy z 9 kvadria
dvéma tezy na 3 krychlicky, tedy 2+3-249 -2 = 26.

6 kostek bude mit natfenou jednu sténu, 12 dvé stény, 8 tii stény a 1 kostka
bude neobarven4.

¢) Objem postaveného kvadru vyjadifme jako V = a-b- ¢, kde a,b, ¢ jsou
rozméry uvedené v poctech krychli.

Ptid4-li Hanka jednu vrstvu nahoru, bude V. =a-b- (c+ 1) = 96, prida-li
jednu vrstvu z boku, bude V' = (a+1)-b-¢ = 105, nezmeéni se tedy rozmér b.

Provedeme prvociselny rozklad ¢isel 96 a 105:

96=2-2-2-2-2-3, 10=3-5-7,
z obou rozkladu plyne, ze b = 3 krychle. Z rozkladu 105 dale vyplyvéd, ze
(a+1)=7nebo (a+1)=5.

Kdyby platilo (a +1) = 7 , pak a = 6, ¢fslo 6 = 2 - 3, to ale nen{ mozné,
protoze v rozkladu 96 je pouze jedna trojka.

Tedy (a+1) =5,a =4, ¢islo4 =22 a je v rozkladu 96.

Hanka postavila kvadr o délce 4 krychle, sifce 3 krychle a vysce 7 krychli,
spotiebovala tedy 4 - 3 - 7 = 84 kostek.

d) Spravnou moZnost{ je napf. sft na obrdzku.

12 Moravskoslezsky matematicky Sampionét



Kategorie ZS 9

Stavebnice

Zadani

Vojta dostal za pékné vysvédceni stavebnici s mnoha dily a souc¢dstkami na
stavbu ruznych dopravnich prostiedku.

1. Kolobézky, tiikolky a auticka

a) Kolobézky a tiikolky
Soucdsti stavebnice bylo celkem 19 kolecek. Vojta vSechna tato
kolecka chtél pouzit pii stavbé tiikolek a kolobézek. Kolik ruznych
variant poctu kolobézek a tiikolek mohl Vojta sestavit?

b) Kolobézky a auticka
Vojta se pak rozhodl, ze misto titkolek bude stavét auticka. Meél
opét k dispozici jen 19 kolecek a opét je chtél vSechna pouzit. Kolik
ruznych variant poctu kolobézek a auticek mohl Vojta sestavit?

2. Zavody s auticky

Ke konci prazdnin se Vojta rozhodl zorganizovat pro své kamarady
zavod s auticky. Celkem se seslo osm chlapct, mezi nimi i Ondra ze
sousedstvi.

a) Kolik ruznych umisténi mohlo byt na medailovych pozicich (prvnf
az tret{ misto), jestlize vSechna umistén{ zdvodu skoncila jedno-
znacné bez délenych pozic?

b) V kolika piipadech z tohoto celkového poctu ruznych medailovych
umisténi skonc¢il Vojta na prvnim misté?

c) V kolika ze vSech moznych raznych umisténi mohl skon¢it Vojta
na libovolném misté pred svym kamarddem Ondrou?

Reseni
la)

Ozna¢me pocet sestavenych kolobézek k a tiikolek t. Na stavbu k kolobézek
potfebujeme 2k kolecek, obdobné pro ¢ titkolek potfebujeme 3t kolecek.
Celkem mé Vojta ve stavebnici k dispozici 19 kolecek, tedy musi platit
rovnice

2k 4+ 3t =19.
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Kategorie ZS 9

Jedna se sice o rovnici o dvou neznamgych k a ¢, kterou ale fesime v mnoziné
celych nezapornych ¢éisel. Jednotlivé moznosti mozného poctu kolobézek a
ttikolek muzeme piehledné vysetfit nasledujicim schématem:
k=0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
2k= 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
3t=19 17 15 13 11 9 7 5 3 1

Z uvedenych moznosti pro hodnotu vyrazu 3t pfichazeji v dvahu jen tfi
piipady 3t = 15;9; 3. Z toho pak plynou i tfi kombinace kolobézek a tiikolek:
dvé kolobézky a pét tiikolek, pét kolobézek a tii ttikolky nebo osm kolobézek
a jedna tiikolka.

Resenf rovnice miizeme téz zapsat ve tvaru usporadané dvojice [k, t] s moz-
nostmi [2, 5], [5, 3], [8, 1].

1b)

Ponechame-li oznaceni poctu sestavenych kolobézek k, na né pouzitych
kolecek 2k a nové oznacime pocet sestavenych auticek a, pak opét musi
platit rovnice pro pocet pouzitych kolecek

2k + 4a =19.

Zkoumani moznosti poctu kolobézek a auticek se lehce vyhneme, uvazime-
-li, ze na levé strané této rovnice jsou obé ¢isla suda. Jejich souctem je zase
¢islo sudé, coz je v rozporu se stranou pravou, kde je ¢islo liché.

Vojta tedy nemél zadnou moznost sestavit kolobézky a auticka tak, aby
upottebil vsechna kolecka ze stavebnice.

2a)

Podle zadéni vSsechna mozna potadi zdvodniku s auticky skoncila jedno-
zna¢né. Na prvni pozici mohl skonéit kdokoli, mame osm moznosti. K tomu
na druhém misté mohl skonéit kdokoli ze zbyvajicich sedmi zadvodniku a ana-
logicky na tfet{ misto mame uz jen Sest moznosti, jak jej obsadit. Vypocet
je8-7-6=336.

Na prvnich tfech mistech je celkem 336 moznych poradi.
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Kategorie ZS 9

2b)
Pokud bychom Vojtu umistili na prvni misto, pak na druhé misto je jen
sedm moznosti a na tteti Sest. Vypocet je 1-7-6 = 42.

Ve 42 ptipadech ze viech moznych poradi by byl Vojta na prvnim misté.

2¢)

Vsech riznych umisténi osmi zdvodniku je 8-7-6---3-2-1 = 40 320 a nikde
se podle zadani nevyskytlo délené misto. Z téchto vSech ruznych poradi
zavodniku jsou mozné jen dvé varianty, jak mohli ve vzdjemném souboji
skonéit Vojta s Ondrou. Bud byl Vojta pied Ondrou kdekoli vyse, nebo
naopak Ondra porazil Vojtu a byl v celkovém umisténi nékde pfed nim.

Proto je celkem 40320 : 2 = 20 160 moznosti ze vSech ruznych poradi,
v nichz ve vzajemném souboji Vojta porazil Ondru.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 15



Kategorie SS 3

Vojtéch leti na konferenci

Zadani

Matematik Vojtéch vycestoval na matematickou konferenci. Protoze se ko-
nala v zamofii, zvolil jako dopravni prostfedek letadlo. Béhem letu si vSiml
zajimavé véci. Kdyz se podival z okynka, vidél v jihovychodnim sméru pod
hloubkovym thlem 45° kulovity tvar vodojemu. Na tom by zase nic tak moc
zajimavého nebylo, ale kdyz se podival znovu za 30 sekund, uvidél stejny
vodojem tentokrat v jihozdpadnim sméru pod stejnym hloubkovym thlem.
Letadlo celou tu dobu letélo ve stalé vysce 5 100 m konstantni rychlosti.
Vojtu napadlo, ze by se z téchto udaju dala tato rychlost vypocitat. Zkuste
toivy.

Reseni
Oznac¢ime si drahu letadla s, jeho rychlost v, pocate¢ni bod jeho drahy P,
koncovy bod K. Jeho vyska je h = 5100 m, ¢as letu je t = 30 s.

Situaci si muzeme zndzornit na nasledujicim obrazku (body P; a K; jsou
pruméty bodu P, K na zemi, V je vodojem).

Z
K
P s s
h h
P
4’ Kl Yy

Trojihelniky PV K a P,V K; jsou oba rovnoramenné a pravouhlé.
Ze zadéani plyne, ze velikost uhlu P PV je 45°, délka P,V je tedy stejna
jako vyska, ve které leti letadlo. Totéz plati pro délku K;V.

Draha letadla s je rovna délce Py K;. Z Pythagorovy véty pro trojuhelnik
P, VK, plyne, ze s = hy/2 = 5100v/2 m.
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Kategorie SS 3

Rychlost letadla je pak

s 5100v2
t 30

=240,4m-s 1 =8655km-ht.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 17



Kategorie SS 3

Visaci zamek

Zadani

Kamil si koupil visaci zdmek s pétimistnym kédem k zabezpeceni kulny.
Kdyz si svij kéd nastavil, v§iml si, ze vzniklé péticiferné ¢islo ma zajimavou
vlastnost.

ZapiSseme-li za sebe zleva doprava zbytky, které toto ¢islo dava pii déleni
cisly 2, 3, 4, 5 a 6, dostaneme opét vychozi ¢islo.

Jaky pétimistny kéd Kamil vytvoril? Kolik feSeni existuje?

Reseni
Hledané &islo je nutné liché, nebot jeho prvni é&fslice nemize byt 0, takze
je 1.

Proto tedy pii déleni Sesti davé zbytek 1, 3 nebo 5, a tak pfi déleni tremi
dava po radé zbytek 1, 0 nebo 2.

Zapis pétimistného ¢isla m4 jeden z tvaru:

11%x1, 10%%3, 12%x5.

S ohledem na déleni péti muzeme zapis upiesnit:

11%11, 10%33, 12x05.

Protoze délime také ¢tyfmi, je nase ¢islo rovno jednomu z &isel:

11311, 10133, 12105.

Nyni zbyva ovérit (napiiklad pomoci ciferného souctu), zda zbytek pii déleni
tfemi odpovida druhé ¢islici zleva. Zjistime, ze tomu tak je pouze u prvniho
cisla.

Kamiltv k6d muze byt pouze jediné ¢islo, a to 11311.

18 Moravskoslezsky matematicky Sampionét



Kategorie SS 3

Year 2022

Problem

Let a and b be positive integers such that

ab = 2022(a +b) .

Determine the largest possible value of a.

Solution

Rearranging the terms we get
ab — 2022a — 20220 =0.

We need to factor the expression on the left side of the equation. To that
end, we add the quantity 20222 to both sides and group the elements as
follows:

ab — 2022a — 2022b + 2022% = 20222 ,

a(b — 2022) — 2022(b — 2022) = 2022? ,

(a —2022)(b — 2022) = 20227 .
For a to be the largest, the quantity (a — 2022) has to be the largest as
well. As we see, it is inversely proportional to the quantity (b — 2022),
which (for positive integers a and b) can be 1 at least. By setting b = 2023

we maximize (a — 2022) as well as a, whose largest possible value is thus
20222 + 2022 = 4090506.

The problem has one solution a = 4090506.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 19



Kategorie SS 3

List papiru

Zadani

Meésto Shimonogushi vyhlasilo architektonickou soutéz o nejlepsi navrh bu-
dovy méstské knihovny. Zvitézil projekt s atypickym pudorysem. Jeho au-
tor, architekt Kumamoto, se pfi navrhovani inspiroval materidlem, z néhoz
jsou knihy vyrabény. Ze svého pracovniho stolu vzal obdélnikovy list papiru,
prelozil ho podél jeho dhlopiicky (viz obrazek) a dédle pak pracoval s tvarem,
ktery takto vznikl.

Mimo jiné zjistil, Ze plocha tohoto nekonvexniho pétitihelnika je rovna % plo-
chy puvodniho obdélnika (tzn. nepielozeného listu). Jaky byl v tom piipadé
pomér delsi strany papiru vuci jeho kratsi strané?

Reseni

Necht ABCD je obdélnik pfedstavujici uvedeny list papiru. Jestlize bod B
zobrazime v osové soumérnosti s osou AC' do bodu B’ a pruseéik pifmek A

a B'C oznaéime E, vznikne zadany pétithelnik ACDEB’ (viz obrazek).

B’ D
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Kategorie SS 3

Pro obsah k-thelnika Py P, ... Py budeme v néasledujicim textu pouzivat
ZépiS |P1P2 . Pk|

Predpoklddejme bez djmy na obecnosti, ze |ABCDE| = 1.

Potom |ABCD| = |ABC|+|ACD| = |AB'C|+|ACD| = |AB'E|+2|AEC|+
|EDC| = |ACDEB'| + |AEC| = {5|ABCD| + |AEC).

Odtud |[AEC| = %\ABCD| = 13—0.
Protoze AECD = ANEAB’, majf oba trojihelniky obsah

Trojuhelniky AEC a EDC maji spole¢nou vysku, a to tsecku DC. Pro
pomeér jejich obsahtu tedy plati

ipec| PELZCLpp

[EAC| ~ EALIDCI ~ [EA]"

odtud
|DE|  + 2
[EAl &3

Ozna¢me tedy |DE| = 2z a |EA| = 3x. Z Pythagorovy véty v trojihelniku

CDE pak plyne |DC| = /5.
Pro podil délek tsecek DA a DC' proto plati

|DA| _ |DE|+|EA|  22+3z B
|DC| |DC] V5 '

Pomeér delsf strany papiru viici jeho kratsf strané je tedy v/5 : 1.

Moravskoslezsky matematicky Sampionét 21



Kategorie SS 3

Ospaly student

Zadani

Bylo néco mezi devatou a desatou dopoledne, kdyz se Jindra podival na
hodiny v uéebné. Pak mu hlava klesla a on na seminafi z matematiky usnul.
Kdyz se probudil a znovu se podival na hodiny, s udivem zjistil, ze rucicky
na hodinach jsou na stejnych mistech jako predtim, jen hodinova rucicka je
ted tam, kde byla minutové, a minutova je pfesné tam, kde byla hodinova.
Bylo stale dopoledne, néco mezi desatou a jedendactou.

Jak dlouho Jindra spal? Urcete s pfesnosti na sekundy.

Reseni
Predpoklddejme, ze se hodinova rucicka v dobé Jindrova spanku presune na
hodinach o « stupnu. Minutova ruc¢icka za tu dobu urazi 360 — o stupnu.

Hodinova rucicka ubéhne za hodinu jednu dvanactinu kruhu, minutova
rucicka obéhne za tutéz dobu kruh cely. Minutové rucicka se tedy pohy-
buje dvanactkrat rychleji nez hodinova a zaroven se pohybuji po stejnou
dobu, pro jejich drahy tedy plati

360 — «
— =12.
@
Upravou rovnice vypocitdme a = %, coz je velikost uhlu, o ktery se

premisti hodinova rucicka.

Zbyva vypocitat, o jaky ¢as pro tento thel se jedna. Za hodinu se hodinova
ruc¢icka presune o 30°, takze % stupnu urazi za % : 30 = % hodiny.

Jindra tedy spal 55 minut a 23 sekund.
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